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摘  要  作为数学史上一个重要的比例关系，黄金分割理论已在美学、建筑学、甚至工程学发挥了一定的作用。为了研究一类二自由度系统振动的黄金分割效应，首先介绍了黄金分割的基本理论，然后分别分析了该类二自由度体系的自由振动特征，以及简谐荷载作用下受迫振动的共振机制。结果表明，结构圆频率与层刚度和质量之比、两结构质点振幅之比都符合黄金分割率，结构在振动中具有和谐之美。
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Abstract  As an important proportion relation in the history of mathematics, the golden section theory has played a role in aesthetics, architecture, and even engineering. In order to research the gold segmentation effect of a class of two degrees of freedom system vibration, first of all, the golden section theory was introduced. Then, for this two degrees of freedom system, the free vibration characteristic, and resonance mechanism of forced vibration under harmonic loading are analyzed separately. The research results show that, the ratios of structure circular frequency to layer stiffness and mass, and of two structural particles amplitude conform well with the golden section ratio. Structure has the beauty of harmony in vibration.
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黄金分割是数学史上的一个比例关系，它古老而又神奇。最早论述黄金分割的著作，为公元前300年欧几里得撰写的《几

何原本》，该书详细论述了黄金分割的算法。现阶段，黄金分割多与“美学[1]、建筑学[2]、力学[3]、工程学[4]”等领域结合在一起，渗

透到我们的日常生活中。
中世纪意大利数学家莱昂纳多•斐波那契提出的“斐波那契数列”，可作为符合黄金分割规律的典范。为了美观，很多国家的国旗采用线段比率符合黄金分割率的五角星图案。设计者按接近0.618的长宽比，制作门窗、书籍、电视电脑屏幕等生活用品，也是应用黄金分割效应，令人们更加舒适的使用。由此可见在生活中，随处可见黄金分割的影子。

然而，学者们对于结构的黄金分割规律研究的依然很少，很多关键性问题没有得到完善。本文将针对一类特殊的二自由度系统振动下的黄金分割率进行论述，希望能对今后的相关研究带来一定的启发。
1 黄金分割基本理论
如图1所示，设直线AB被点C分割成两段，如果AC/AB=CB/AC，则C点称为直线AB的黄金分割点。
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图1 黄金分割示意图
由定义可知，AC=AB×CB，令AB=1，AC=x，则有：
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根据方程（1），可解得x ≈ 0.618（舍去负值）。
数学上，0.618被公认为最具有审美意义的比例数字，1:0.618也被为黄金比，它们共同构成了黄金分割理论的精髓。
2 二自由度系统的自由振动
研究二自由度系统的自由振动，结合工程实际对问题进行简化。工程中由于抗震的需要，结构在竖直方向的刚度、质量不能有过大变化，因此假定每层的刚度均为k，质量为m1=m2=m，模型如图2所示。
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图2 自由振动模型
模型动力学方程为[5]：
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    (2)         
方程（2）的频率方程如下：                
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    (3)                    
两式中，k为结构的刚度系数，yi(t)为质点振动位移，ω为自由振动圆频率。

由（3）式得：                      
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 (4)                                     
圆频率ω1, ω2分别对应的振幅的比值：
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  (5)                  
其中Yij为质点i对应频率ωj的振幅。

通过上述理论分析，二自由度系统的自由振动中，圆频率ω1与层间刚度和质量比值的平方根之比，即
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，以及其对应的振型之比，都符合黄金分割率。对于圆频率ω2来说，这两个比值都比ω1时多1，这是个有意思的现象，今后可对此进行深入的分析，以完善该方面的研究成果。
3 二自由度系统的受迫振动
结构在现实中受到一定的侧力作用，发生受迫振动。取二自由度系统在水平振动荷载作用下的模型如图3所示。
[image: image9.emf]m


2


m


1


k


k


F


p


2


 


sin


¦È


t


F


p


1


 


sin


¦È


t




m2

m1

k

k

Fp2 sinθt

Fp1 sinθt


图3  受迫振动模型
每层集中质量和刚度与自由振动时的假设一致，则在简谐水平荷载Fpisinθt作用下的动力学方程为：  
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由此得位移振幅为：
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则有：
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当θ=ω，即结构自振频率等于外荷载的频率时，结构将发生共振。结合条件θ=ω1与式（4），带入式（8）可得：
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分别赋予Fp2/Fp1不同的比值，将Y1/Y2值列入表1。
表1 Fp2/Fp1比值下的Y1/Y2
Table 1  The value of Y1/Y2 under the ratio of Fp2/Fp1
	Fp2/Fp1
	Y1/Y2

	0.5
	0.618050

	1.0
	0.618040

	5.0
	0.618024

	…
	≈ 0.618


分析表1，不难发现，无论Fp2/Fp1为何

值，Y1/Y2都约为0.618这一黄金分割数，且有Fp2/Fp1越大，Y1/Y2越接近0.618的趋势。

以上研究可见，二自由度系统在简谐荷载作用下发生共振，质点振幅之比符合黄金分割率，并与作用于每层上的外荷载没有直接关系。

4 结论
通过分析一类二自由度系统的自由振动以及在简谐荷载作用下的受迫振动特征，得出如下结论：
(1)该类二自由度系统在自由振动中，其振动圆频率与每层的刚度和质量比值的平方根之比，以及对应的振幅之比，均符合黄金分割率。
(2)该系统在简谐荷载作用下发生共振时，两质点的振幅之比符合黄金分割率，并且与质点所受荷载幅值无关。
综上所述，黄金分割率存在于结构的振动体系中，并表现出规律性。然而，本文仅针对某类“特殊的二自由度系统”进行研究，关于二自由度系统的普遍情况，还需进一步分析。另外，此现象的实际利用，比如结构的优化设计以及工程抗震设计，将是今后研究工作的重点。
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