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摘要：金融数学自诞生以来经过半个多世纪的扩充和修正，已经发展成为一门具有独立理论体系的交叉学科。本文以二次华尔街革命为线索 ，简述了金融数学的产生和发展的过程 ，金融数学的基本理论以及最新理论进展，最后展望了金融数学发展的前沿课题和前景。
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Abstract: After half a century of expansion and amendments, financial mathematics has developed into a interdiscipline which has its independent theoretical system. Using the second Wall Street revolution as clues, the present paper introduced the emergence and development of financial mathematics. The basic theory and the latest theoretical advances of financial mathematics was illustrated. Finally, we look into the future of the development of financial mathematics topics and prospects.
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0 引言

金融数学是在两次华尔街革命的基础上迅速发展起来的一门数学与金融学相交叉的前沿学科。其核心内容就是研究不确定随机环境下的投资组合的最优选择理论和资产的定价理论。套利、最优与均衡是金融数学的基本经济思想和三大基本概念[1]。在国际上，这门学科已经有50多年的发展历史，特别是近些年来，在许多专家、学者们的努力下，金融数学中的许多理论得以证明、模拟和完善。金融数学的迅速发展，带动了现代金融市场中金融产品的快
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速创新，使得金融交易的范围和层次更加丰富和多样。这门新兴的学科同样与我国金融改革和发展有紧密的联系，而且其在我国的发展前景不可限量。
1  金融数学的产生与发展过程

    金融数学源于20世纪初法国数学家巴歇里埃在他的博士论文《投机的原理》中对股票价格用布朗运动的刻画[2]。虽然1905年爱因斯坦也对此做了研究，但这一新做法当时还是没能引起更多人的注意,直至1950年，萨寥尔通过统计学家萨维奇终于发现了这一作法的巨大意义，并开始对金融数学做全面的研究，由此金融数学终于迎来了发展的全盛时期，现代金融学由此正式掀开了帷幕。
    现代金融数学是在两次华尔街革命的背景中成长发展起来的。

第一次革命的成果体现在静态投资组合理论的研究上。1952年马尔科维兹提出了基于均值-方差模型的投资组合问题[3]，该理论把投资的风险和回报做了可量化的刻画，从而开创了用数理化方法对金融问题进行研究的先河。然而他的模型中要计算各个风险资产价格的协方差问题，这个计算量很大。基于这样的不足，1964年夏普提出了CAPM资产定价模型[4]，该模型认为在均衡市场下，所有资产的预期收益率是市场风险的线性函数，即任何风险的预期收益率等于零风险利率加上一个风险补偿，从而确认了系统风险才是影响资产预期收益率的唯一因素。然而在均衡市场中是不允许出现套利机会，即不能获取零风险利率，基于这样的现实，1976年罗斯提出了套利定价理论（APT）[3]。他认为资产价格受若干个系统风险因素影响，而非唯独市场因素。APT模型虽然表明风险资产的收益率是各个风险因素的线性组合，但问题在于各个风险因素到底是什么却没有得到明确的回答。

第二次华尔街革命从静态决策发展到了动态决策。1970年布雷顿森林协议垮台，浮动汇率取代了固定汇率，许多金融衍生工具比如：期权，期货都随即产生，这些金融衍生工具的引入主要是为进行金融风险的管理，而要对风险进行科学有效的管理就需要对衍生工具进行科学的定价。巴歇里埃的布朗运动模型促使了一对双胞胎：连续时间的随机过程数学与连续时间的期权定价的金融工程学的诞生.数学工具的引入主要是为进行金融风险的管理，而要对风险进行科学有效的管理就需要对衍生工具进行科学的定价。布莱克、休斯等在巴歇里埃的基础上于1973年取得了突破性的进展，他们提出了著名的“B-S”模型[6]，模型的基本思想是：完全市场中期权可通过无风险债券和相应标的股票间的投资组合复制出来，也就是期权风险可以通过一定比例的股票组合得以抵消，从而成为一个无风险的资产组合。他们证明了资产的预期收益是风险中性的，即期权的价格不受投资者风险偏好的依赖。此后不久，默顿用另一种严格的数学方法推导了该定价公式，并予以推广[7]。期权定价公式给金融交易者及银行家在金融衍生资产品的交易中带来了空前的便利，期权交易的快速发展很快就成了世界金融市场的主要内容。布莱克，休斯，莫顿的这一理论成为近代金融经济学的里程碑人物，直到现在也仍然是现代金融理论探索的重要源泉。
2  金融数学的基本理论
金融数学是利用近现代数学的优秀成果来度量和刻画金融、经济、管理等问题的“高科技”工具，其主要的基本理论表现在三个方面。

2.1 投资组合选择理论

金融学从定性分析向定量分析转变的标志是1952年马尔科维兹提出的投资组合的“均值-方差”模型，它为投资的风险和回报做出了可量化的手段。他把投资组合中的股票价格作为随机变量，均值表示收益，方差表示风险。收益一定，风险最小的投资组合问题可表述为求如下二次规划的最优解问题[3]
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 其中，
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表示一个投资组合，
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表示投资在第
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支股票上的权重，
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为收益的均值向量，
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是收益的协方差矩阵，
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为投资者要求的最低收益率，
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为买空卖空限制，当
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时表示不允许买空和卖空。

    马尔科维兹不仅解决的该模型的求解问题，而且还证明了多个证券的组合投资比单个证券投资要能降低风险，这一直成为风险投资的指导原则。
2.2 CAPM理论

    为了避免马尔科维兹的投资组合模型在股票价格的协方差计算上的麻烦，上世纪60年代中期斯坦福大学的夏普等人进一步提出了CAPM模型[4]：
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为无风险资产的收益率，
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为市场资产组合的收益率，
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是风险系数。该模型首先给出了投资收益与系统风险之间的数量关系，给投资者在直觉上给出了一个因承担投资风险而得到投资回报的一个线性关系；其次，该模型还说明了系统风险才是带来投资收益的唯一因素，而非系统风险因素可以通过投资组合来分解掉。
2.3 期权定价理论

1973年布莱克和休斯在“期权与公司债券的定价”一文中提出了著名的Black-Scholes公式[6]：设
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为股票价格是
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时欧式看涨期权
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时刻的价格，
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为零风险利率，
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为股票收益率变化的方差，
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为股票的执行价格，终端条件为
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该微分方程的解为
[image: image26.wmf]12

(,)()()exp(())

PxtxNdkNdrTt

=---

，其中
[image: image27.wmf]()

N

×

是累积标准正态分布函数，而
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通过这个解不难发现股票估价
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与期望收益率无关，即期权的合理价格并不依赖投资偏好，而是风险中性的，这也是与套利定价理论不同的地方。由于B-S公式的可操作性和实用性比较强，所以在后来对金融衍生产品定价，甚至套期保值和风险管理理论等方面都产生了极大的推动作用。就在同时莫顿对B-S公式进行了多方面的系统推广，给出了欧式看涨期权以及欧式看跌期权的定价公式，也给出了更贴近现实的可变利率下的欧式期权定价公式。因为这三位学者在现代金融学和金融数学上的里程碑意义的贡献，他们荣膺1990年诺贝尔经济学大奖。

3 金融数学理论的新进展

3.1 随机最优控制理论

随机最优控制理论是在上世纪60年代末在控制理论中应用布尔曼的最优化原理，并结合测度论和泛函分析方法发展起来的解决随机问题的理论方法[8]。国外的研究者很快就把随机最优控制理论运用到相关的研究中来，从70年代初莫顿运用该理论对连续时间最优消费投资问题进行了研究[9]，布洛克和米尔曼还研究了不确定条件下连续时间的最优增长问题。脉冲最优控制理论是在克服连续最优控制理论不足的背景下产生的，这是因为连续型的假设下交易非但有界而且还是连续变化的，这与证券投资的实际环境存在很大差距。在我国，彭实戈在倒向随机微分方程上获得了突破性研究，直到今天还在这一方面居于国际前沿[10]。
3.2 鞅理论

    现代金融理论的最新理论方法就是鞅理论。该理论认为在金融市场在有效的假设下，证券价格等价于一个随机鞅过程。Karatzas等人运用等价鞅测度的概念给出了衍生证券的定价，不仅很好的揭示了金融市场的运行规律，提供了一套解决复杂衍生产品的定价问题和风险管理问题的有效计算方法，而且能够很好的解决不完备市场环境下衍生产品的定价问题[11]。目前国外基于鞅方法的定价理论是金融理论中占主导地位的方法，国内学者也开始运用这一方法开展金研究，比如杨海亮[12]，郭文旌[13]等。
3.3最优停时理论

最优停时理论是概率论中一个应用性很强的分支，但是将这一理论运用到金融领域的研究目前正处于起步阶段，相关的研究成果还不是很丰富，但是很多学者都坚信运用这一理论将在投资组合等领域会取得很好的成果[14]
3.4 微分对策理论

金融市场的实际环境是并不符合稳态假设，当出现异常波动时证券价格并不符合几何布朗运动，此时用随机动态模型研究投资组合问题不论从方法上还是从实际上来说都存在着很大的偏差，运用微分对策理论不仅可以放宽对市场稳态的这一假设，还可以把不确定性扰动是做敌对方，针对最差的一方加以优化，从而得到“鲁棒性’很强的决策。同时求解微分对策的布尔曼方程是一阶偏微分方程，比求解随机最优控制下的二阶偏微分方程简单[15]。可见运用微分对策理论研究金融问题前景很广阔，不仅如此而且研究重复对策，随机对策，多人对策理论在投资决策问题中更是值得重视的研究课题。
3.5 其他智能化方法以及实证方法
    信息技术大迅速发展为金融数学的研究也带来了新的方法。遗传算法、模拟退火算法、人工神经网络、小波分析等计算方法和金融学传统方法结合起来在风险控制和投资决策领域均取得了很好的成果，国内的研究比如谭华,谢赤[16]等。总的来说这一领域起步比较晚，相信今后还会有更多更好的结果问世。

    实证研究[13]就是从金融市场现实中取得数据，分析数据并建模型，然后揭示数据背后隐含的规律，最后返回数据和现实中检验结论的正确性。当今的研究越来越趋向实证型研究，结论的好与坏在实际的检验下才能得到最终的选择。
4  金融数学面临的新问题

     总的来说历史上对金融经济描述的模型[16-25]只要有两类。一类是牛顿的决定论模型，即给定初始条件或状态时金融经济的运行行为完全确定。一类是布朗的随机游走模型。这两种模型的金融状态可以说是相互对立，尤其是近30年来金融学界分成两派，一派是技术分析型学者，相信市场是遵循某种规律而循环。另一派是定量分析型学者，认为市场不存在周期性循环。最近学者们运用从物理学中开发出来的方法分析非线性系统，认识到真实的情况应该是二者兼而有之。这样金融数学界现在至少面临四个问题亟待解决。

    第一，对金融经济的变与动的直觉三性，即随机性、模糊性、混沌性进行综合分析，来确定从彼到此的过渡条件、转换机制、演变过程、本质特征、产生结果以及人们所采用的相应经济对策，尤其是货币政策。

    第二，对以货币信用为核心的货币需求量、货币供给量、金融资金流向流量进行综合分析，给货币均衡和非均衡的合理界定和合理模型，为改善社会总量平衡关系对财政、金融、物质、外汇的四大平衡提供依据。

第三，对支撑现代金融发展的三大支柱利率、汇率、保率甚至税率和物价综合指数进行综合分析，为制定合理的三率体系提供符合实际的模型。
第四，对生产力要素的选择或部门资源配置，综合金融经济指标为研究对象的三观（微观、中观、宏观）进行综合分析，以便将其成果更充分更广泛地运用于金融经济领域。
5.结束语
最近十几年来金融数学越来越受到金融学界甚至政界人士的高度关注，1996年由一些著名金融数学家发起成立的“Bachelier金融学会”通过国际交流来推动随机过程、统计学以及其他数理理论在金融学上的运用；上世纪90年代一些新的数理金融学刊相继创刊，比如“Mathematics Finance”, “Finance Stochastics”等。我国已把“金融数学 、金融工程和金敲管理”列为重大科研项目 ,受到各方面的极大关注。在现代金融学的理论研究与金融实践中 ,数学起着关键的作用.一大批从事数学和物理研究的有识之士转向金融学的研究，给金融学的研究带来了巨大的活力，同时金融学的发展也为数学的发挥和发展提供了很好的平台。由此可见，数学家和金融学家的通力合作才是金融数学发展的必由之路。
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