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摘要：本文针对反作用轮倒立摆姿态控制问题进行研究，对于反作用轮倒立摆动力学建模问

题，本文基于 RHONN 模型通过数据驱动方法建立了反作用轮倒立摆动力学模型。之后针对

反作用轮倒立摆控制器设计问题，应用逆最优控制算法设计了反作用轮倒立摆控制器，实现

了在系统平衡点附近的稳定控制。本文在 MATLAB\Simspace 中搭建了反作用轮倒立摆虚拟

样机，并进行了仿真实验，验证了本文设计的逆最优控制器的有效性。并与 PID 控制器进10 

行了对比实验。对比实验结果表明，本文所设计的逆最优控制器具有超调量较小，收敛速度

较快的良好动态特性。  
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中图分类号：TP242.6 

 15 

 Modeling and controller design of Reaction Wheel 

Pendulum  

chenzhiqiang, guolei, songyuan 
(School of Artificial Intelligence,Beijing University of Posts and 

Telecommunications,Beijing,100876) 20 
Abstract: In this paper, the attitude control problem of the Reaction Wheel Pendulum was studied. For 

the dynamic modeling problem of the reaction wheel pendulum, the dynamic model of the reaction 

wheel pendulum was established based on the RHONN model through the data-driven method.  Then, 

aiming at the design problem of the reaction wheel pendulum controller, the inverse optimal control 

algorithm was used to design the reaction wheel pendulum controller, and the stability control near the 25 
equilibrium point of the system was realized.  In this paper, a virtual prototype of reaction wheel 

pendulum is built in MATLAB\Simspace, and simulation experiments are carried out to verify the 

effectiveness of the inverse optimal controller designed in this paper.  The experiment is compared 

with PID controller.  The experimental results show that the inverse optimal controller designed in this 

paper has good dynamic characteristics of small overshoot and fast convergence. 30 
Key words: Control theory and Control Engineering; Recurrent high-order neural network; Inverse 

optimal control; Dynamic modeling 

 

0 引言 35 

反作用轮倒立摆是一个典型的非线性系统。反作用轮已经在许多控制系统中得到了广泛

应用，比如自行车机器人[1]、独轮车机器人[2]、卫星[3]等。反作用轮的一种典型功能是通过

向反作用轮施加受控扭矩来改变其角速度，进而控制系统的姿态[4]。其中涉及的物理原理包

括角动量定理及平行轴原理等。 

反作用轮倒立摆作为一种通用的非线性系统被控对象可以作为各种控制算法的实验平40 

台。目前控制领域的研究人员基于其进行了广泛研究。在建模方面，基于拉格朗日方程[5,6]

等方法建立了反作用轮倒立摆系统的动力学模型。在控制算法方面，基于滑模控制[7]、无源
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被动控制[8]、LQR[9,10]、模糊控制[11]等方法设计了反作用轮倒立摆系统的控制器。反作用轮

倒立摆系统是一种典型的欠驱动系统。在这种系统中，动作执行器的数量低于系统的自由度。

即存在零动态子系统，这使得实现系统的姿态控制更加困难[4]。但是欠驱动系统具有功耗较45 

低、结构简单可靠、体积较小及整体重量轻的优点。因此设计稳定可靠的反作用轮倒立摆控

制器具有较高的实用价值。 

对于反作用轮倒立摆这类非线性系统来说，除基于机理建模方法建立动力学模型外，还

可以使用循环高阶神经网络(RHONN)基于数据驱动的方式逼近系统动力学模型。RHONN 具

有结构简单、训练所需算力较低、易于实现在线参数调整[12]的特点。并且 RHONN 还具有50 

神经网络的泛化优点，对于系统中的不确定参数以及高阶未建模状态具有一定的适应性。其

对于系统中存在的扰动也具有一定的鲁棒性[13]。在控制器设计方面，虽然通过数据驱动方

法基于 RHONN 建立的动力学模型能够表示成仿射非线性系统的形式，并可以通过求解 HJB

方程来确定最优控制率。但是相对来说通过逆向方法避免求解 HJB 方程的逆最优控制算法

更适合基于 RHONN 的动力学模型的控制器设计。 55 

本文基于循环高阶神经网络(RHONN)通过数据驱动的方式识别反作用轮倒立摆动力学

模型。并在此基础上，采用逆最优控制算法设计了控制器。实现了对于摆的稳定控制，并与

PID 控制器进行了对比，验证了逆最优控制器的有效性。 

1 研究内容 

1.1 反作用轮倒立摆结构分析 60 

本文所研究的反作用轮倒立摆由底座、转轴、刚性旋转臂及反作用轮组成、转轴固定在

底座上，刚性旋转臂一端与转轴连接，另一端与反作用轮连接。其结构如图 1 所示。坐标系

(0) (0) (0)
X O Y 固连于转轴，原点为底座上的转轴中心；坐标系 (1) (1) (1)

X O Y 固连于反作用轮，

原点在反作用轮中心，且该坐标系并不随反作用轮转动。 


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 65 

图 1 反作用轮倒立摆示意图 

Fig.1 Schematic diagram of Reaction Wheel Pendulum 

图中 为摆杆的倾角，u 为施加在反作用轮轴心处的控制力矩， pole
r 为摆杆长度， r 为

反作用轮半径， 为反作用轮角速度， r
m 为反作用轮质量， pole

m 为摆杆质量，除此之外，
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在本文中 为摆杆的角速度。 70 

对于反作用轮倒立摆来说，可基于角动量定理分析系统动态特性。描述系统角动量与所

受力矩之间关系的角动量定理如下所示。 

a
a

dL

dt
                                    (1) 

式中 a
L 为系统整体的角动量， a

 为系统所受的外力矩。 

定义
r

L 为反作用轮具有的角动量， pole
L 为摆杆具有的角动量。系统整体具有的角动量可75 

表示成如下形式。 

a r poleL L L                                   (2) 

将其带入式(1)得： 

( )a
r pole r pole r a

dL
L L L L L

dt
                               (3) 

由上式分析可得，摆杆的运动与反作用轮的运动之间，可以用函数关系表述。只要建立80 

相应的控制律，就可以通过向反作用轮施加受控扭矩来改变其角速度。从而实现对于系统的

姿态控制。 

1.2 基于 RHONN 的反作用轮倒立摆动力学建模 

循环高阶神经网络(RHONN)是一种动态神经网络模型。能够通过数据驱动的方式，捕

捉非线性系统以及具有时间延迟系统的动态响应[13]。本文中使用的 RHONN 模型是串并联85 

模型，其定义如下所示。 

ˆ ( 1) ( ( ), ( )), 1, ,T

i i ix k x k u k i n                           (4) 

式中
1 2

[ , , ..., ]
T n

n
x x x x  表示待识别系统的状态向量，其中 n 表示状态空间维数。ˆ

i
x 表

示 k+1 时刻 i th 状态的预测值。
i

 是第 i 个状态的在线自适应权值向量。

 
1 2
, , ...

T m

m
u u u u  是动作向量，m 表示动作空间维数。

i
 的定义如式(5)。 90 
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                            (5) 

式中
ij

d 是非负整数，
i

L 是各项的高阶连接数。需要说明的是，在本研究中不同的输出

具有相同的高次项组合
i

 ，具有相同的
i p

L L 和不同的权值向量
i

 ， 

在本文中，用于构建 RHONN 的特征集包含所有由状态变量及动作变量构成的一次项特

征，二次项特征和三次项特征， p
L 表示上述特征数目的总和。

1 2
{ , , , }

i
L

I I I 均是集合95 

{1,2, , }m n 的无序子集。
m n

i
z


 是一个具有如下定义的向量。 
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                                 (6) 

式中 ( )  为 sigmoid 激活函数，其定义如式(7). 

1
( )

1 e 
 





                                  (7) 

1.3 逆最优控制器设计 100 

基于 RHONN 建立的动力学模型能够表示成式(8)形式的仿射离散非线性系统。 

ˆˆ ˆ( 1) ( ( )) ( ( )) ( )x k f x k g x k u k                           (8) 

其中 ( )
n

x k  为系统在时间 k


 时的状态， ( )
m

u k  为系统输入， (0) 0f  。并且对

于所有的 ( ) 0x k  ， ( ( )) 0g x k  。 

  设损失函数为 105 

1
( ( )) ( )  ( )

2

TV x k x k P x k                             (9) 

其中， 0
T

P P  为正定矩阵，可通过调整P 的方式保证系统在平衡点附近的稳定性。

需要说明的是，逆最优控制方法的目标并不是求解 HJB 方程，而是基于 ( )
k

V x 通过逆最优控

制方法确定控制率[13]，如式(10)。  

1

1 *

1

1 ( ( 1))
( ) ( ( ))

2 ( 1)
1

( ( ))( ( ( )) ( ( )) )
2

1 1
( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ( ))

2 2

T

T

k

T T

V x k
u k R g x k

x k

R g x k Pf x k Pg x k u

R g x k Pg x k g x k Pf x k







 
 

 

  

 
   

 

               (10) 110 

其中 0TR R  为输入权值矩阵，在默认情况下为一合适尺寸的单位矩阵。P 为一个

满足式(11，12)的正定矩阵[13]。 

2 2

min max( ) ( ) ,T nP x x Px P x x                     (11) 

1

1 1

1
( ( )) ( ( ))( ( ( ))) ( ( )) ( ) ( )

4

T T

fV x k P x k T x k P x k x k Qx k              (12) 

上式中 115 
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2 仿真实验 

本文在 MATLAB\Simscape 中创建了反作用轮倒立摆虚拟样机，如图 2 所示。 

 

图 2 反作用轮倒立摆虚拟样机示意图 120 

Fig.2 Schematic diagram of Reaction Wheel Pendulum virtual prototype 

反作用轮倒立摆质量几何参数如表 1 所示。 

表 1 反作用轮倒立摆虚拟样机质量几何参数 

Tab.1 Quality geometric parameters of Reaction Wheel Pendulum virtual prototype 

符号 重量 

polem (kg) 0.12 

rm (kg) 0.1508 

r (m) 0.06 

poler (m) 0.3 

2.1 基于 RHONN 的动力学建模 125 

本文通过数据驱动方法，基于 RHONN 建立反作用轮倒立摆动力学模型。首先收集了反

应反作用轮摆动态特性的运行数据。具体来说，我们设计了一个 PID 控制器，该控制器能

够实现一定程度的稳定控制。并在控制量u 中加入了服从均匀分布 ( 0.2, 0.2)U  的随机噪声。

另外，为使得采集到的数据能够覆盖尽量大的状态空间。每次仿真开始时，摆杆初始倾角
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服从 ( 5,5)U   deg 的均匀分布。控制频率与采样频率均为 50 Hz。当反作用轮倒立摆运行时130 

间达到 3 s 或摆杆倾角 绝对值大于 10 deg 时结束采样。在上述条件下采集了 84 组共 9050

条反作用轮倒立摆虚拟样机模型的运行数据。通过数据驱动方式建立了反作用轮倒立摆动力

学模型，其 FIT 参数达到了 84.43%，能够满足逆最优控制器设计的精度需求。我们随机选

择一组数据作为测试集，其预测结果如图 3 所示。 

 135 

图 3 反作用轮倒立摆虚拟样机摆杆倾角数值与 RHONN 模型的预测值 

Fig.3 The predicted value of pendulum bar inclination Angle and RHONN model of Reaction Wheel 

Pendulum virtual Prototype 

图中蓝色曲线是采集到的反作用轮倒立摆虚拟样机摆杆倾角 α。红色曲线通过数据驱动

建立的反作用轮倒立摆动力学模型对于倾角 α的预测曲线。 140 

2.2 逆最优控制器设计 

本文采用逆最优控制算法设计了反作用轮倒立摆虚拟样机自平衡控制器，并与 PID 控

制器进行了比较。验证了基于数据驱动方法建立的动力学模型的有效性。 

首先，为验证控制器在平衡点附近的控制性能，在 T = 0 s 时刻我们使反作用轮倒立摆

摆杆倾角 服从 ( 5,5)U   deg 的均匀分布。并重复进行了 200 次仿真实验。控制器都能够使145 

得反作用轮倒立摆在大约 0.5 s 左右迅速到达平衡点。在 5 deg 初始摆杆倾角响应曲线如图

4 所示。 
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图 4 逆最优控制器在 5  deg 摆杆倾角初始状态下虚拟样机摆杆倾角响应曲线 

Fig.4 Pendulum tilt response curve of virtual prototype in the initial state of 5  deg pendulum tilt of inverse 150 

optimal controller 

图中蓝色曲线是虚拟样机在 5  deg 摆杆倾角初始状态下的摆杆倾角响应曲线。红色曲

线是虚拟样机在 5  deg 摆杆倾角初始状态下的摆杆倾角响应曲线。图 4 可以说明本文所设

计的反作用轮倒立摆逆最优控制器在平衡点附近具有较好的控制效果。 

另外，本文还基于 PID 设计了反作用轮倒立摆控制器，在与图 4 相同的初始状态下，155 

摆杆倾角相应曲线如图 5 所示。 

 

图 5 PID 控制器在 5  deg 摆杆倾角初始状态下虚拟样机摆杆倾角响应曲线 

Fig.5 Pendulum tilt response curve of virtual prototype in the initial state of 5  deg pendulum tilt of PID 

controller 160 
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由图 4，5 分析，本文基于逆最优控制算法设计的控制器相对于 PID 控制器超调量较小，

曲线更为平滑。 

3 结论 

在本文中，我们以反作用轮倒立摆为研究对象，设计反作用轮倒立摆平衡控制器。当反

作用轮倒立摆偏离垂直方向倾倒时，要对反作用轮施加一定的控制力矩改变反作用轮的角动165 

量。根据角动量守恒定律，摆杆将朝着恢复平衡的方向运动。本文在仿真环境下，通过数据

驱动的方式基于 RHONN 模型建立了反作用轮倒立摆动力学模型。并采用逆最优控制算法设

计了反作用轮倒立摆控制器，实现了系统平衡点附近的稳定控制。将这个控制器与传统的

PID 算法进行了对比实验。实验结果表明，本文所设计的控制器具有超调量小，收敛快的良

好动态特性。 170 
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