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摘要：由于造型复杂、受力不明确，自由曲面结构的形状、拓扑难以确定，安全性能要求高。5 
为使造型与受力性能相协调，本文以结构非线性 H∞鲁棒性指标为目标，以参数化曲面创建

方法——NURBS 控制点坐标以及自由曲面划分单元厚度为优化变量，采用差分演化算法求

解了自由曲面形状和材料分布联合优化设计问题，得到了最优的曲面形状和拓扑构型。结果

表明，差分演化算法具有很强的寻优能力，同时，通过优化设计调整或改变曲面的形状和材

料分布，可大幅提高曲面的鲁棒性和刚度，改善结构的受力性能。此外，通过六角星形穹顶10 
结构的非线性屈曲分析，阐述了鲁棒性指标与应变能指标的联系和区别，表明鲁棒性指标能

够较好地反映结构的屈曲过程，可以表征屈曲破坏后果。      
关键词：自由曲面结构；NURBS；结构鲁棒性；形状；材料分布；联合优化 

中图分类号：TU393.3 

 15 

Optimization design research about free-form structures 
based on robustness 

ZHAO Xingzhong, MIAO Chuang, GAO Boqing, DONG Shilin 
(College of Civil Engineering and Architecture, Zhejiang University, Hangzhou 310058) 

Abstract: Because of the complexity in modeling and the uncertainty under stress, it is difficult to 20 
determine the shape and topology of free-form structures to ensure high safety performance 
requirements. In order to coordinate architectural forms and mechanical behavior of free-form 
surface structures, this paper adopts differential evolution optimization algorithm to solve the 
combined optimization problem about surface shape with material distribution. Optimal surface 
shape as well as topology configuration is obtained. In the process of optimization, the nonlinear 25 
structural H∞ robustness evaluating index is used as optimization goal, coordinates of the 
parameterized free-form surface creation method based on NURBS and thickness of meshed 
surface elements are used as optimization variables. The optimization results show that differential 
evolution algorithm has strong optimization ability and the optimization design method by 
adjusting the shape and material distribution of surface can significantly improve both robustness 30 
and rigidity of the structure. In addition, through nonlinear buckling analysis about hexagonal star 
dome, this paper expounds the connection and difference between robustness index and strain 
energy index. It’s concluded that robustness index can better reflect the buckling process of 
structure and represent buckling destruction consequences. 
Key words:  free-form structures；NURBS；structural robustness；shape；material distribution；35 
combined optimization 

 

0 引言 

自由曲面的造型是决定其受力性能的重要因素，自由曲面结构外形复杂，且多用于公共

建筑，安全性至关重要。随着数学优化方法发展及计算机软硬件水平的提升，通过优化方法40 

调整曲面的形状，提高结构的力学性能成为可能。对此，崔昌禹等[1]提出高度调整法，以曲

面上节点的高度为优化变量，但受到有限元网格数量的限制，变量规模大，需要通过拟合优
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化结果才能形成连续光滑的曲面；NURBS[2]是描述自由曲面的形状，进行曲面创建的有力

工具，能够参数化描述任意复杂曲面，对此，李欣等[3]给出了自由曲面应变能对 NURBS 控

制点和权因子的一阶近似梯度，提出的 NURBS-GM 方法具有变量少、曲面连续等特点；Lee45 

等[4]指出，对线弹性、小位移假定下的曲面优化结果，进行非线性屈曲承载力验算后发现，

优化结构的屈曲荷载可能会大幅低于优化前，因此优化过程中考虑结构的非线性影响是十分

必要的。 

结构的鲁棒性[5]定义为其抵抗不相称破坏的能力，目前，从参数敏感性[6]、冗余度[7]、

抵抗意外局部破坏能力[8]等多种角度，对其进行了分析。但是，为实际应用提供统一的标准，50 

需要给出定量的结构鲁棒性评价指标。张成等[9]基于 H∞控制理论，以结构系统传递函数的 H∞

范数，作为结构鲁棒性的定量评价指标，能够有效地反映外部干扰、结构本身不确定性、冗

余度等对结构鲁棒性的影响。 

本文基于 H∞鲁棒控制理论，建立了自由曲面的非线性鲁棒评价指标，以此定量指标为

优化目标，通过差分演化算法[10-11]实现自由曲面的鲁棒性设计。将 NURBS 控制点坐标作为55 

形状控制变量，单元厚度作为材料分布变量，进行了自由曲面的形状优化以及形状、厚度联

合优化设计。优化结果表明，较小的曲面形状变动可使结构力学性能明显改善，单元材料的

分布往往形成一定的拓扑构型，其是曲面材料分布的关键位置，也是曲面力流传导的关键路

径。 

1 基于鲁棒设计的自由曲面优化 60 

1.1 NURBS 曲面创建 

NURBS[2]是一种参数表达的自由曲面精确描述方法，能够快速、稳定地描述复杂的曲

面形状，且生成的曲面连续、光滑。 

采用齐次坐标系，则 NURBS 曲面定义为 
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式中：0≤u, v≤1；p、q 代表 u、v 方向曲面次数；Ni,p(u)、Nj,q(v)分别为 u、v 方向基函数；Pw 
i,j

=(wi,jxi,j, wi,jyi,j, wi,jzi,j, wi,j)为 4 维齐次坐标，其中 wi,j 为权因子，(xi,j, yi,j, zi,j)为 3D 控制点；控

制点数目为(n+1)×(m+1)；曲面上任一点的位置 S(u,v)=(x, y, z)可通过 Sw(u,v) =(wx, wy, wz, w)

前三个坐标分量除以第四个坐标分量获得。 

u 向 p 次基函数 Ni,p(u)的递推定义如下： 70 
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同理定义 v 向 q 次基函数 Nj,q(v)。基函数为分段函数，u、v 参数的节点组成矢量 U、V： 
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本文利用 MATLAB 实现上述自由曲面的创建和显示，并取控制点坐标作为形状优化的75 
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变量。 

1.2 优化数学模型 

通过改变自由曲面形状、厚度，得到非线性条件下结构鲁棒性指标的最小值，优化模型

如下： 

0
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式中：优化变量 x 包括控制点坐标、曲面单元厚度，满足 xL 
i ≤xi≤xU 

i ，i=1,2,…n；V(x)、V0 分

别是曲面的体积、体积限值；σ(x)、σU分别是最大 Mises 应力、应力限值；S(x)、SU分别是

最大位移、位移限值。 

IR为基于 H∞控制理论[12]的结构鲁棒性指标。将结构视为一个输入输出系统，则结构鲁

棒性可用来表达输出信号与输入信号是否相称，结构系统传递函数的 H∞范数则具体反映了85 

结构的健壮程度，即鲁棒性。 

对结构系统的运动方程： 

        Mx Cx Kx ut t t = t                           (6) 

式中：M、C、K 分别为结构的质量、阻尼和刚度矩阵，x(t)、u(t)分别表示节点位移向量和

节点荷载向量。令状态向量    
 
t
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t
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x
，则系统的状态方程： 90 
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设荷载 u(t)产生干扰 w(t)，系统的位移输出变为 y(t)+Δy(t)，则结构系统传递关系如下： 
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对线性系统，传递函数 Guy与 GwΔy是等价的。因此结构的鲁棒性可以表示成： 95 
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非线性结构系统的传递函数矩阵与输入有关，引入 L2 性能准则，则鲁棒性可以用结构

系统的 L2 诱导范数表示： 
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式中二范数的计算方法如下： 100 

      1/2 1/2
2 T
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, d d
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IR代表了系统对外界干扰的响应值，IR越小，表示结构的鲁棒性越好。在典型的荷载作

用下，鲁棒性指标可由(10)式分子部分即位移范数表示。 

1.3 差分演化算法（DE 算法） 

(5)式的优化模型求解采用 DE 算法，DE 是基于实数编码的随机搜索算法，具有算法简105 
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单、寻优高效的特点。DE种群规模为NP，变量维度为D。种群个体：Xi,G={x1 
i,G,…,xD 

i,G}i=1,…,NP。

变量上下界限为：Xmax={x1 
max,…,xD 

max}，Xmin={x1 
min,…,xD 

min}。 

种群初始化可按如下方法进行： 

,0 min max minrand(0,1) ( )j j j j
ix x x x                      (12) 

式中：i=1,…,NP; j=1,…,D。rand(0,1)是[0,1]上的随机数，DE 算法的实现需要三个步骤的操110 

作：变异、交叉、选择，具体如下 

1)变异操作 

DE 算法的变异操作产生中间代，常用模式有数种，本文采用如下加速收敛的模式： 

1 2
, , , , , ,

( ) ( )i i
G G

i G i G best G i G r r
F F    V X X X X X              (13) 

F 称为变异因子，通常是位于[0,2]范围内的实数，Xbest,G是 G 代最优个体，ri 
1,G、ri 

2,G是位于[1,NP]115 

内互不相同的随机整数。 

2)交叉操作 

为增加种群多样性，运用交叉策略完成中间代与旧个体之间代码互换，产生新个体，记

新个体为 
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CR 为交叉概率，位于[0,1]之间，randint(1,D)是[1,D]上产生的随机整数,vj 
i,G是 Vi,G中的第 j 个

变量。 

3)选择操作 

计算新旧个体函数值，优胜劣汰： 

, , ,
, 1
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采用惩罚函数的思想考虑(5)式的不等式约束，若不等式约束不满足，则函数值受到惩罚。 
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1.4 基于差分演化算法的优化模型求解流程 

 
 

图 1  优化过程实现流程 130 
Fig.1  Flow diagram of optimization process 

基于通用软件 MATLAB 和 ANSYS，通过数据文件的交流完成联合调用，求解流程如

图 1。 

2 算例分析 

2.1 均布荷载作用下的正方形平面球面壳优化 135 

本例优化的初始曲面为四点支承球面壳（双曲扁壳），通过在初始球面上增加一个小范

围波动的自由曲面，分析曲面形状对结构力学性能的影响。 

初始球面半径 3 m，长宽各 2 m，矢高 35.42 cm，球面厚度 5 mm，均布荷载 9 kN/m2，

如图 2(a)；材料弹性模量 2×1011 N/m2，密度 7850 kg/m3，泊松比 0.3。初始球面的鲁棒指标

为 0.0831，应变能 24.4 J，最大竖向位移 6.78 mm，最大 Mises 应力 140 MPa。（本文图片140 

省略的标注尺寸均为国际单位 m） 

 
  (a)  初始双曲扁壳示意图  (b)  控制点分布及网格划分 

图 2  初始模型参数 

Fig.2  The initial model parameters 145 

在初始球面上附加微小的自由曲面调节球面的形状变化，NURBS 控制点数量为 5×5，
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由对称性，取 1/4 结构的控制点竖坐标作为变量，如图 2(b)中的 1-8 号黑色实点，控制点竖

向变化幅度为-0.1—+0.1m，由于 0 号控制点位置保持嵌固，故其竖坐标始终为 0，其余控制

点对称获得，预设所有权因子 wi,j=1；为保证有限元计算的效果，网格划分密度必须大于控

制点密度，本例采用 30×30 的有限元网格，其水平投影在优化中保持不变。 150 

DE 算法种群为 50，迭代 150 代，F=CR=0.6。利用初始球面的数值进行优化指标的均

一化，优化过程中鲁棒性目标、应变能、应力、位移变化如 3。 
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标

 
(a) 鲁棒性优化目标与应变能指标变化   (b) 应力位移变化 

图 3  优化过程中指标变化 155 
Fig.3  Index variation history in the process of optimization  

相比初始球面，最优曲面矢高提高了 8.62 cm，达到 44.04 cm，鲁棒性指标下降 90.5%，

应变能下降 83.0%，最大 Mises 应力下降 43.7%，最大竖向位移下降 91.9%，表明曲面较小

的形状变动即显著改善结构的力学性能。 
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 160 
(a) 最优形状（矢高 44.04 cm）    (b) 附加曲面（矢高 8.62 cm） 

图 4  优化曲面形状 

Fig.4  Optimal shape about surface 
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图 5  附加曲面等高线图 165 

Fig.5  Contour map of additional surface  

为观察附加曲面的形状，利用 MATLAB 生成附加曲面的等高线图，如图 5。附加曲面

的特点为：曲面形成四个如箭头所示的山脊形状，表明曲面通过起拱的方式抵抗荷载，曲面

的中心较为平坦，中心矢高 8.62 cm，周边的等高线分布较为均匀。 
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2.2 自由曲面形状和厚度的联合优化 170 

对于自由曲面结构，除形状外，曲面的厚度分布应与受力路径相一致，合理的材料布置

可以进一步提高曲面的受力能力。本算例通过自由曲面结构形状和厚度的联合优化，考虑两

种变量同时存在下的最优结构求解问题。 

本算例采用的曲面控制点布置、尺寸和材料参数等同算例 2.1，有限元网格采用 20×20，

本例中初始结构是一矢高为零的平面；控制点竖坐标在 0-0.5 m 之间变化，作用 10 kN 集中175 

荷载于曲面中心。 
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图 6  鲁棒性指标变化 

Fig.6  Iteration history of robustness optimization index 

由对称性，取 1/4 结构的有限元单元厚度作为优化变量，数目为 100 个，其余部分单元180 

的厚度采用对称性获得，单元厚度变化范围限制在 2.0 mm-8.0 mm ；式 (5) 中

V0=2×2×0.005=0.02 m3， F=CR=0.5，NP=400，迭代 400 次。曲面的鲁棒性指标变化和优化

结果如图 6 所示，最优解的鲁棒性指标为 0.000824。 

 

 185 
   (a)  最优形态          (b)  厚度分布灰度图 

图 7  最优结果 

Fig.7  Optimal results 

 
         (a)  次优形态          (b)  厚度分布灰度图 190 

图 8  次优结果 

Fig.8  Second-best results 

观察优化结果的形状（图 7），在曲面的对角线方向形成两道交叉的拱形突起，有效地

提高了结构鲁棒性和刚度。对单元厚度分布，若单元的厚度越大，可认为此部分材料越重要，

对实际结构的受力贡献越大，将单元的厚度分布用灰度图进行显示（颜色越深，单元厚度越195 

大），可以明显的看出主要的材料分布位于对角线范围内，即集中荷载传递到支座位置的最
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短路径。增强对角线范围内的材料分布可提高材料的利用效率，并进一步改善曲面的力学性

能。 

优化到 200 步左右时，产生了一个较好的局部最优解，其鲁棒性指标为 0.000845，形状

明显不同于最优解，但厚度分布与最优解较接近，如图 8。 200 

3 结构鲁棒性与应变能指标对比 

鲁棒性与应变能均能反映结构的综合力学性能。应变能可以表征结构的刚度，应变能越

小，结构刚度越大；鲁棒性反映结构失效后果和抵抗破坏的能力，指标越小，鲁棒性越好。 

 
  (a)  俯视图               (b)  正视图 205 

图 9  六角星形穹顶示意图 

Fig.9 Sketch map of hexagonal star dome 

图 9 所示的六角星形穹顶为结构非线性屈曲分析的经典案例[13]，以此为对象对比非线

性条件下鲁棒性指标与应变能指标的异同。P 逐渐由 0 增大到 20 kN，则结构的鲁棒性与应

变能指标变化如图 10。 210 
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图 10  鲁棒性和应变能指标随荷载变化曲线 

Fig.10  Variation curve of robustness and strain energy index with load 

对星形穹顶，在集中力作用下，先后发生两次屈曲过程，分别是内圈杆件和外圈杆件的跳跃

屈曲，对应图 10 中的 A、B 两点。由于第一次屈曲过程中刚度较小，应变能指标变化不明215 

显，而鲁棒性指标发生了明显的跳跃；第二次屈曲过程中，鲁棒性指标再次发生跳跃，与第

一次原因相同，都是由于结构变形的突然增大造成的，而应变能则显著变小，原因在于结构

的几何负刚度得到释放，跳跃之后刚度得到提高，故应变能变小。由此可见，虽然鲁棒性指

标与应变能指标均是反映结构力学性能的综合指标，但同一结构力学行为却反映出不同的物

理特征。鲁棒性指标较好地表征结构整体变形过程，而应变能则可表征结构的整体刚度。当220 

然，鲁棒性指标与应变能指标也有较一致的情况，如本文中例 1 计算得到的图 3。 

P

 



 http://www.paper.edu.cn 

- 9 - 

中国科技论文在线

4 结论 

本文建立了自由曲面结构的鲁棒性评价指标，通过优化方法实现自由曲面的鲁棒性设

计，对自由曲面形状和厚度的优化，能够大幅提高其受力性能。得到的结论有： 

（1）自由曲面的形状决定其力学性能，通过小范围的修改曲面的形状，即可大幅提高225 

结构的鲁棒性和刚度，这对实际工程设计意义重大，通过小幅修改曲面形状，能够在不影响

曲面形态的条件下大幅提高曲面安全性能，获得良好的经济效益。 

（2）DE 算法是一种高效的搜索式算法，能够求解不同类别的变量同时存在时的优化

问题。本文利用 DE 算法实现了自由曲面形状和厚度变量的联合优化，同时考虑了二者的相

互影响，得到了最优的曲面形态与材料分布。根据材料厚度分布灰度图，材料分布较为集中230 

的区域应予以加强。材料往往沿着结构的力学传递路径集中，形成一定的拓扑构型，这不仅

对自由曲面的材料分布具有指导作用，且对自由曲面网格结构的杆件布置具有借鉴意义。 

（3）本文的 H∞鲁棒性指标是一种结构评价的综合指标，反映了结构在外界荷载作用下

的抗干扰、抗破坏能力，而应变能通常表征结构整体刚度。本文通过算例 1 表明，结构的鲁

棒性与应变能体现出一定的关联性，两者具有一致性，同时通过算例 3 表明，相比应变能，235 

鲁棒性指标能更加明确地表征结构的屈曲过程，体现结构的破坏后果。在优化算例分析中，

提高结构鲁棒性的同时可以大幅降低应变能，结构的刚度提高致使应力、位移显著下降。 
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