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摘要：本文对《自动控制理论》中的根轨迹法，又进一步推广到根轨迹方程分式里的零极点

含非简单零极点的情况；再将它们推广到除了含分式以外，还含无零极点因式更一般情况。

在假设 Riemann Hypothesis 成立的前提下,给出并严格证明了 Riemann Zeta 辅助函数的根轨

迹。 
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The Root Locus Method Developed Newly and The Root 
Locus of A Important Function 

Ma ZhaoKun1, Ma Lande2 15 
(1. ShanDong TV University, YanZhou College, ShanDong YanZhou 272100; 

2. Mathetic College, Qufu Normal University, ShanDong QuFu 273100) 
Abstract: In this paper the root locus method in automatic control theory, They have been also 
expanded to the root locus equations which have non-simple zeros and poles. More generally they 
have been expanded to the root locus equations which not only include rational fraction but also 20 
include the factor which there exist no any zeros and poles.Assuming that Riemann Hypothesis is 
true, the root locus of Riemann zeta function have been sketched, and their reasonable have been 
proved. 
Keywords: Automatic control; the root locus; zero; pole; the root locus equation 
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0 引言 
根轨迹法是《自动控制理论》[1][2]中的三大工具之一。它把部分解析函数在复平面上函

数值分布的规律给了出来，同时也把部分解析函数导函数零极点的分布给了出来，所以，这

样的方法一定是可以解决纯数学问题[3][4][5]的新的数学工具。Riemann Zeta 辅助函数 )(sξ 是

一个非常重要的函数，所以，给出其根轨迹对研究 Riemann Hypothesis 非常有帮助。 30 

1 有无穷个零极点且是非简单零点的根轨迹、根轨迹簇及其性质等

问题 

对于特殊的根轨迹方程： θθ sincos1 ibia
as

K
n

+=+=
−

，可以转化为：

)sin()cos(1 θθ nin
as

K +=
−

，方程右边的函数周期不再是 π2 ，而变成了
n
π2

。其相角

条件方程为：- θθ sincos)(1 ias
n

+=−∠− 。始于该点的根轨迹就是一个从 0 度到
n
π2

度35 

的根轨迹簇了。大于
n
π2

的度数的根轨迹与这一度数范围内的根轨迹重叠。0 度的根轨迹和
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n
π2

度的根轨迹重合。 

下面的根轨迹方程，其零极点是共轭的，含非简单的零极点。 
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根轨迹方程（1.1）的指数 iα 和 jβ ,它们都为正数，当其大于 1 时,即 21 iii ααα += , 40 

21 jjj βββ += , 1iα 和 1jβ 是正整数（其整数部分）。 2iα 和 2jβ 是小于 1 的正实数（其小数

部分）。 2iα 和 2jβ 确定了该点的根轨迹簇中根轨迹的最大度数。所以，其根轨迹簇中的根

轨迹的最大度数是 πα 22 i 和 πβ 22 j 。与角的度数一样，根轨迹的度数具有周期性，非简单

零点的根轨迹的度数的周期是
n
π2

，简单零点的是 π2 。非简单零点的整数部分与简单零点

是重零点时一样，它也是零点的重数的一个数量，它代表了非简单零点的重数。即，整数部45 

分 1iα 和 1jβ 确定了每一个非简单零极点接收或发出 11 +iα 和 11 +jβ 个根轨迹簇。 

定理 1.1：根轨迹方程（1.1）是 )(
a
barctg=α ，α 度，充要性地确定其根轨迹的相角

条件方程，以及增益计算公式分别为： 
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这里不再对它们给出证明了。 50 
定理 1.2：任意度数的根轨迹都起于根轨迹方程的极点或无穷远，终于到根轨迹方程的

零点或无穷远。也就是，根轨迹簇都起于根轨迹方程的极点或无穷远，终于到根轨迹方程的

零点或无穷远。当 m 是有限值时，根轨迹簇都起于根轨迹方程的极点，终于到根轨迹方程

的有限零点，并有无穷多个根轨迹簇终于到无穷远。 
证明略。 55 
定理 1.3：实轴上最大的零极点的右侧是根轨迹方程(1.1)的 0 度的根轨迹。在其他区间

上的根轨迹的度数为：位于其右边的实数零点的指数 iα 之和乘以π 减去位于其右边的实数

极点的指数 jβ 之和乘以π 。 

证明：首先需要明确的是，复数的零极点对实轴上的根轨迹的度数没有影响，这个问题

前面已证明了，所以，这里就不再给出了。 60 
实轴上的点与位于该点左边的实数零极点相位都为 0，所以，实轴上最大的零极点的右

侧是根轨迹方程(1.1)的 0 度的根轨迹。 
在计算实轴上的某点所在的根轨迹的度数时，在该点左边的实数零极点，它们不需要考

虑。该点与位于该点右边的实数零极点相位分别为 πα∑
=

1

1

m

i
i , πβ∑

=

1

1

n

j
j ，该区间的根轨迹的度
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数为: πβα )(
11

11
∑∑
==

−
n

j
j

m

i
i 。证毕。 65 

定理 1.4：根轨迹方程（1.1）α 度的根轨迹分支的数目不小于根轨迹方程（1.1）的非

简单极点其指数的小数部分满足
π
αβ
22 ≥j 的极点的数目。根轨迹簇的数目不小于根轨迹方

程（1.1）的非简单极点其指数的小数部分满足
π
αβ
22 ≥j 的极点的数目。 

证明：根轨迹方程（1.1）的根轨迹都起于极点或无穷远。对于指数的小数部分
π
αβ
22 ≥j

成立的非简单极点，其根轨迹簇里才含有α 度的根轨迹分支。所以，根轨迹方程（5.1）α 度70 

的根轨迹分支的数目不小于根轨迹方程（1.1）中，指数的小数部分满足
π
αβ
22 ≥j 非简单极

点的数目，在很多情况下，它们是相等的关系，需要对根轨迹方程（1.1）起于无穷远的数

目具体地给予证明. 根轨迹簇，与任意度数α 度的根轨迹一一对应着，所以，根轨迹簇的数

目不小于根轨迹方程（1.1）中，指数的小数部分满足
π
αβ
22 ≥j 的非简单极点的数目。更详

细的证明前面都给出了，这里就不再给出了。     证     毕。 75 
定理 1.5：根轨迹方程（1.1）的任意度数α 度的根轨迹在整个复平面上都是连续的。其

任意度数α 度的根轨迹与 α− 度的根轨迹关于实轴对称。如果存在 180 度的根轨迹，只有

根轨迹方程（1.1）的 180 度和 0 度的根轨迹相对于实轴对称，其他度数的都不能关于实轴

对称分布。 
证明略。 80 

定理 1.6：根轨迹方程（1.1）的分离点，必满足方程： ∑∑
=

+∞

= −
=
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  （1.2） 

证明：根轨迹方程（1.1）等价于特征方程， 
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' ))(())()(( αβ
，它是特征方程微分后的形式。用它除以85 

上面的特征方程。得： ∑∑
=

+∞

= −
=

−

m

i i

i

j j

j

zsps 11

αβ
。分离点是根轨迹的交点，它既是微分后的特

征方程的根，它也是这个分式方程的根。        证  毕。 
定理 1.7： 任意度数α 度的根轨迹都有相同的起始点终止点。但是，在起始点终止点

之外的不同度数的根轨迹之间不能有任何交点。 
证明略。 90 
定理 1.8：根轨迹方程（1.1），其同度数的根轨迹可以有交点。但是，在 Eq（1.2）中

等式两端的两个分式的和都取得有限值的点上，根轨迹都不能有重叠的部分。 
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证明略。 
定理 1.9：根轨迹都具有完整性。即每条根轨迹，都是由起点起（极点，或无穷远点），

连续地终于到自己的终点（零点，或无穷远点），不能有头无尾，也不能有尾无头。 95 
证明略。 
定理 1.10：任意一个根轨迹方程的根轨迹都布满整个的复平面。即，复平面上不能出现

不在根轨迹方程的根轨迹上的点，而出现“真空”地带。复平面上的任意一点都一定在根轨

迹方程的某个度数的根轨迹上。反过来，根轨迹方程的某个度数的，某个增益值的一对条件，

在复平面上一定可以找到与它们相对应的点。每一个根轨迹方程都与一个复平面一一对应。 100 
证明略。 
定理 1.11：根轨迹方程（1.1）的同一条根轨迹，当它在某一区域里没有根轨迹方程的

零点，则这条根轨迹在此区域内自身与自身不能相交。 
证明略。 
该定理的一个推论，就是： 105 
推论：在复平面上，包括实轴上的根轨迹，当它在某一区域里没有根轨迹方程的零点，

则在此区域内任何一条根轨迹都不能构成封闭的曲线。 
定理 1.12：根轨迹方程（1.1）的没有零点和实数极点，所有的极点都共轭位于过实轴

上的点 B ，且垂直于实轴的直线 Bs =)Re( 上，点 B 不是根轨迹方程的极点，则，直线

Bs =)Re( 上最靠近实轴的一对共轭的极点之间是 0 度的根轨迹，该线上的其它区间的根轨110 

迹的度数为： ∑
=

−
n

j
j

1

πβ ， n 为这条线上这个区间至实轴之间的极点的个数。（含该区间下

面的这个端点的极点。）该线上两个相邻的极点之间必至少有一个分离点，此线段是这两个

相邻的极点的“公共的根轨迹”。其任意的 ∑
=

−
n

j
j

1

πβα 度的根轨迹与 απβ −−∑
=

n

j
j

1

度的根

轨迹关于此线对称。分布在该线以外的 ∑
=

−
n

j
j

1

πβ 度的同度数的根轨迹关于本线对称。 

证明：首先证明，位于直线 Bs =)Re( 上的最靠近实轴的复数极点之间的线段，是 0 度115 

的根轨迹。 

选择点 A是该条直线上的最靠近实轴的复数的极点之间的线段上的任意一点。点 A与

位于直线 Bs =)Re( 上的复数的极点之间的相角的和一定是零，这是因为实系数的根轨迹方

程的复数极点关于实轴共轭对称，所以，点 A与每一对该直线上的共轭复数极点之间的相

角的和一定是： 0)
22

( =−
ππβ j 。位于该条直线上的复数的极点，对点 A是在多少度的根轨120 

迹上没有影响，不需要考虑。实轴上没有根轨迹方程的零极点，所以，整个实轴就是 0 度的

根轨迹。这样就证明了这个结论。 

再证明，位于该条直线上的其它区间的根轨迹的度数为： ∑
=

−
n

j
j

1

πβ 。 

选择点 A是该条直线在上半复平面的该区间上的任意一点。点 A与位于该条直线上且

在点 A 以上的极点之间的相角为 jβπ
2

− ,点 A与那些极点的共轭点之间的相角为 jβπ
2

. 所125 
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以,点 A 与这些极点之间的相角的和一定是零，它们对 A 点在多少度的根轨迹上没有影响，

不需要考虑。 

点 A与在点 A与实轴之间的，一对共轭极点之间的相角的和是： πβππβ jj =+ )
22

( 。

所以，该线上的其它区间的根轨迹的度数为： ∑
=

−
n

j
j

1

πβ ， n 为这条线上这个区间至实轴之

间的极点的个数。（含该区间下面的这个端点的极点。） 130 

复平面上的任意两个关于该条直线对称的点 1s 、 2s ，设点 1s 在该条直线的右侧，则点 2s

就在该条直线的左侧，设点 jE 是该条直线上的复数的极点，点 1s 与点 jE 、点 jE 的相角分

别为 jjγβ 、
'
jjγβ ，则点 2s 与点 jE 、点 jE 的相角分别为 )( jj γπβ − 、 )( '

jj γπβ − 。 

综上所述，点 1s 与根轨迹方程的极点的相角的和为： ∑∑
==

−−
n

j
jj

n

j
jj

1
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1
γβγβ  

点 2s 与 根 轨 迹 方 程 的 极 点 的 相 角 的 和 为 ： 135 
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'2 ，因此，命题里的这个结论得到

了证明，特别地当 0=α 时，分布在该线以外的 ∑
=

−
n

j
j

1

πβ 度同度数的根轨迹关于本线对称。        

证  毕。 140 

2 根轨迹方程里含没有零极点的解析式的根轨迹,根轨迹簇及其性质

等问题 
这里再对下面的根轨迹方程的相关问题给出结论和证明。 
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    （2.1）    

根轨迹方程（2.1）的指数 iα 和 jβ 的情况完全同于前一节，这里不再给出。 )(sG 因式145 

没有零极点。 

定理 2.1：根轨迹方程（2.1）是 )(
a
barctg=α ，α 度，充要性地确定其根轨迹的相角

条件方程，以及增益计算公式分别为： 
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这里不再对它们给出证明了。 150 
定理 2.2：任意度数的根轨迹都起于根轨迹方程的极点或无穷远，终于到根轨迹方程的

零点或无穷远。也就是，根轨迹簇都起于根轨迹方程的极点或无穷远，终于到根轨迹方程的

零点或无穷远。当m 是有限值时，根轨迹簇都起于根轨迹方程的极点，终于到根轨迹方程

的有限零点，并可能有无穷多个根轨迹簇可能终于到无穷远。 
证明：尽管在根轨迹方程里含没有零极点的复变函数的因式，本定理的证明基本上同于155 

前面几个定理，相同的部分这里不再给出。只给出有差别的地方。 
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多个根轨迹簇终于到无穷远。 也存在 A
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。 A是有限值。这

样的情况时，无穷远点是根轨迹方程(6.1)的根轨迹上增益值有限的普通点。所以，无穷远点160 
是根轨迹方程(6.1)的根轨迹上的什么点，需要具体地计算得到。 

当 nm, 都是正无穷大时，无穷远点是不是根轨迹簇的终点，必须在对具体的根轨迹方

程研究证明之后才能得到正确的结论。      证     毕。 
定理 2.3：当 )(sG 在实轴上取得实数值时,实轴上最大的零极点的右侧是根轨迹方程(2.1)

的 0 度的根轨迹。在其他区间上的根轨迹的度数为:位于其右边的实数零点的指数 iα 之和乘165 

以π 减去位于其右边的实数极点的指数 jβ 之和乘以π 。当 )(sG 在实轴上取得复数值时, 每

个点都在不同度数的根轨迹上, 实轴上某个区间上一般不再是同度数的根轨迹了。 
当 )(sG 在实轴上取得实数值时,它的相角对实轴上的区间的根轨迹的度数没有任何影

响，所以，对该命题中的结论的证明，与前面的定理的证明完全一样。也没有影响。这里不

再给出它们的证明了。当 )(sG 在实轴上取得复数值时,在本文里不需要，这里也不详细给出170 

了。 
定理 2.4：根轨迹方程（2.1）α 度的根轨迹分支的数目不小于根轨迹方程（2.1）的极

点的指数的小数部分满族
π
αβ
22 ≥j 的极点的数目。根轨迹簇的数目不小于根轨迹方程（2.1）

的这样的极点的数目。 
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这里不再给出证明了。 175 
定理 2.5：当 )(sG 函数是关于实轴共轭对称时，根轨迹方程（2.1）的任意度数α 度的

根轨迹在整个复平面上都是连续的。其任意度数α 度的根轨迹与 α− 度的根轨迹关于实轴

对称。如果存在对称于实轴的相同度数的根轨迹，只有根轨迹方程（2.1）的 180 度和 0 度

的根轨迹，其他度数的都不能关于实轴对称分布。当 )(sG 函数不能关于实轴共轭对称时，

根轨迹的连续性是成立的，180 度和 0 度的根轨迹的对称性一般不能成立了。 180 
其证明不再给出。 
定理 2.6：根轨迹方程（2.1）的分离点，必满足方程： 

           ∑∑
=

+∞

= −
+=

−

m

i i

i

j j

j

zssG
sG

ps 1

'

1 )(
)( αβ

 （2.2）  

证明：根轨迹方程（2.1）可以化为特征方程， 

∏∏
=

+∞

=

=−−−+
m

i
i

j
j

ij zssKGpsbia
11

0)()()()( αβ
，即： 185 

∏∏
=

+∞

=

−=−+
m

i
i

j
j

ij zssKGpsbia
11

)()()()( αβ
，对它微分， 

∏∏∏
==

+∞

=

−+−=−+
m

i
i

m

i
i

j
j

iij zssKGzssKGpsbia
1

'

1

'

1

' )()())()(())()(( ααβ
，它是特征

方程的微分后的形式。用它除以上面的特征方程。得： ∑∑
=

+∞

= −
+=

−

m

i i

i

j j

j

zssG
sG

ps 1

'

1 )(
)( αβ

。分

离点是根轨迹的交点，是微分后的特征方程的根，所以，它也是这个分式方程的根。     证  
毕。 190 

定理 2.7： 任意度数α 度的根轨迹都有相同的起始点终止点。但是，在起始点终止点

之外的不同度数的根轨迹之间它们不能有任何交点。 
证明略。 
定理 2.8：根轨迹方程（2.1），其同度数的根轨迹可以有交点。但是，在 Eq（2.2）中

等式两端的两个分式的无穷和都取得有限值的点上，根轨迹都不能有重叠的部分。 195 

函数 )(sG 没有极点，则其导函数 )(' sG 在整个复平面上也没有极点。由求导函数的运

算法则就可以证明这个结论，这里不再给出。Eq（2.2）尽管含没有极点的因式
)(
)('

sG
sG

，但

是在有限区域内它仍然可以近似为一个向简单零极点的分式一样。完全同前面的定理证明该

命题。 
定理 2.9：根轨迹都具有完整性。即每条根轨迹，都是由起点起（极点，或无穷远点），200 

连续地终于到自己的终点（零点，或无穷远点），不能有头无尾，也不能有尾无头。 
证明略。 
定理 2.10：任何一个根轨迹方程的根轨迹都布满整个的复平面。即，复平面上不能出现

不在根轨迹方程的根轨迹上的点，而出现“真空”地带。复平面上的任意一点都在根轨迹方

程的某个度数的根轨迹的上。反过来，根轨迹方程的某个度数的，某个增益值的一对条件，205 
在复平面上一定可以找到与它们相对应的点。每一个根轨迹方程都与一个复平面相对应。 
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证明略。 
定理 2.11：根轨迹方程（2.1）的同一条根轨迹，当它在某一段的区域里没有根轨迹方

程的零点，则这条根轨迹在此区域内自身与自身不能相交。 
证明。 210 
该定理的一个推论，就是： 
推论：在复平面上，包括实轴上的根轨迹，当它在某一区域里没有根轨迹方程的零点，

则在此区域内任何一条根轨迹都不能构成封闭的曲线。 
定理 2.12：根轨迹方程（2.1）没有零点河实极点，其复数极点，它们全部都位于过实

轴上的点B ，且垂直于实轴的直线 Bs =)Re( 上，点B 不是根轨迹方程的极点， )(sG 在实215 

轴上取得实数值， )2()( sBGsG −= ，且是共轭函数。则直线 Bs =)Re( 上最靠近实轴的

一对共轭的极点之间是 0 度的根轨迹，该线上的其它区间的根轨迹的度数为：

∑
=

−+∠
n

j
jtiBG

1

)( πβ ，n为这条线上这个区间至实轴之间的极点的个数。（含该区间下面

的这个端点的极点。）该线上两个相邻的极点之间必至少有一个分离点，此线段是这两个相

邻 的极点的“公共的根轨迹”。其任意的 ∑
=

−∠+
n

j
jsG

1

)( πβα 度的根轨迹与220 

απβ −−∠ ∑
=

n

j
jsG

1

)( 度的根轨迹关于此线对称。分布在该线以外的 ∑
=

−+∠
n

j
jtiBG

1

)( πβ

度的同度数的根轨迹关于本线对称。 
证明: 本命题的证明里，除了多出一个因式外，很多内容的相应部分在证明上完全同于

前面的定理，这里对相同部分不再给出。 

复平面上的任意两个关于该条直线对称的点 1s 、 2s ，设点 1s 在该条直线的右侧，则点 2s225 

就在该条直线的左侧，设点 jE 是该条直线上的复数的极点，点 1s 与点 jE 、点 jE 的相角分

别为 jjγβ 、
'
jjγβ ，则点 2s 与点 jE 、点 jE 的相角分别为 )( jj γπβ − 、 )( '

jj γπβ − 。综上

所述，点 1s 与根轨迹方程的极点的相角的和为： ∑∑
==

−−∠
n

j
jj

n

j
jjsG

1

'

1
1)( γβγβ 。点 2s 与

根 轨 迹 方 程 的 极 点 的 相 角 的 和 为 ：

∑ ∑ ∑

∑∑∑∑ ∑∑

= = =

==== ==

++−∠=

+−+−∠=−−−−∠

n

j

n

j

n

j
jjjjj

n

j
jj

n

j
j

n

j
jj

n

j

n

j
jjj

n

j
jj

sG

sGsG

1 1 1

'
2

1

'

1111 1
2

'

1
2

2)(

)()()()(

γβγβπβ

γβπβγβπβγπβγπβ
    230 

若令 )()( 1
11

'

1
1 sGsG

n

j
j

n

j
jj

n

j
jj ∠+−=−−∠ ∑∑∑

===

πβαγβγβ  

则， απβγβγβπβ −−∠=++−∠ ∑∑ ∑ ∑
== = =

n

j
j

n

j

n

j

n

j
jjjjj sGsG

1
1

1 1 1

'
2 )(2)( ，因此，命题

里的这个结论得到了证明，特别地当 0=α 时，分布在该线以外的 
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∑
=

−+∠
n

j
jtiBG

1

)( πβ 度的同度数的根轨迹关于本线对称。 

下面仅需要证明始于该线上两个相邻极点 1ts ， 2ts 间的“公共的根轨迹”和分离点都一235 

定在此线上。 
假设“公共的根轨迹”不在此线上，根据命题里的条件，由于 )2()( sBGsG −= 的成

立，所以，由上面的证明，在此线的另一侧的对称的位置上，一定存在着对称的曲线，这条

对称的曲线，也一定是始于两个极点 1ts ， 2ts 的具有相同度数的根轨迹，也就是它们是始于

两个极点 1ts ， 2ts 的相交在一起的“公共的根轨迹”，并有分离点.这样就有两条“公共的240 

根轨迹”构成了一个封闭的区域，在这个封闭的区域里没有零点，所以，始于两个相邻极点

的其他无穷多个度数的根轨迹，被封闭在这个区域内，而不能终于到自己的终点。这就产生

了矛盾，因此，这种情况不能出现，在本命题的条件下， “公共的根轨迹”必位于该条线

上，当然，分离点也一定分布在此线上。 
所以 ,由上面的结论 ,再根据前面的式子 ,分布在该线上的根轨迹一定是度数为 245 

∑
=

−+∠
n

j
jtiBG

1

)( πβ 的 根 轨 迹 . 分 布 在 该 线 以 外 的 关 于 本 线 对 称 的 也 是

∑
=

−+∠
n

j
jtiBG

1

)( πβ 度的根轨迹。    证    毕。 

    本文里是否定 Riemann Hypothesis,因此,假定它的所有的非平凡零点都位于临界线上.
即 Riemann Hypothesis 成立。根据这个假设, 得到下面的结果。 

3 )(sξ 函数的根轨迹 250 

引 理 3.1 ： )(sξ 函 数的 所 有非 平 凡零 点 构成 的因 式 是 ： ∏
+∞

=

−
1

)(
j

j
jss β
。

∏
+∞

=

−=
1

)()()(
j

j
jsssGs β

ξξ , )(sGξ 因式不含零极点 . )(sξ 函数的根轨迹方程：

bia
s

k +=
)(

1
ξ

   （7.1），其根轨迹簇有如下特征： 

①其根轨迹簇都始于 )(sξ 函数的全部分布在临界线上的非平凡零点，终于到复平面上

的除了 is ∞±= 5.0 两个无穷远以外的所有方向上的无穷远。 255 

②根轨迹方程的分离点，即 )(' sξ 函数的零点都分布在临界线上，临界带之外的根轨迹，

都相互“平行”地终于到无穷远。在非平凡零点变成非简单零点和因式 )(sGξ 在临界线上某

一区间上的相角不是0 或 180 度之前,临界线是根轨迹方程(7.1)的 0 度和 180 度的根轨迹

( )(sξ 函数取得实数值).这两个度数的根轨迹由 )(sξ 函数的非平凡零点分开，相互间隔分布。

临界线上两个相邻的 )(sξ 函数的非平凡零点之间必有且仅有一个分离点。 )(' sξ 函数的零点260 

与非平凡零点间隔分布。 

③在出现非平凡零点是非简单零点或因式 )(sGξ 在临界线上的这一区间相位不是0 或

π 度之后，临界线上的两个非简单非平凡零点之间的区间是该根轨迹方程的
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∑
=

−+∠−
n

j
jtiG

1

)5.0( πβξ 度的根轨迹，n为临界线上这个区间至实轴的非平凡零点的个数

（含该区间下面的这一个非平凡零点。）。 jβ 是非平凡零点指数。临界线上两个相邻的 )(sξ265 

函数的非平凡零点之间必有且仅有一个分离点。 )(' sξ 函数的零点与非平凡零点间隔分布。 

证明： )()
2
1()1(

2
1)( 2 sssss

s

ςπξ
−

Γ−=      （3.2） 

前面已假设了 )(sξ 函数的非平凡零点全部共轭分布在临界线上。 

5.0=s 点的右边的实轴上，没有 )(sξ 函数的非平凡零点，因此，这一部分实轴是其 0

度的根轨迹，而且是始于 )(sξ 函数的虚部值最小的非平凡零点 is 1347.145.0 ±= 。非平凡270 

零点 is 1347.145.0 += 与非平凡零点 is 1347.145.0 −= 之间的临界线上的线段一定是

)(sξ 函数的 0 度的根轨迹。点 5.0=s 不是 )(sξ 函数的零极点，它是始于非平凡零点

is 1347.145.0 ±= 的两条 0 度的根轨迹的交点，是根轨迹的分离点，是 )(' sξ 函数的零点。

所以，靠近实轴，且在实轴上面的，在临界线右边的根轨迹是始于点 is 1347.145.0 += 的

0 度到 180 度之间各个度数的根轨迹。靠近实轴，且在实轴上面的，在临界线左边的根轨迹275 

是始于非平凡零点 is 1347.145.0 += 的 180 度到 360 度之间各个度数的根轨迹。靠近实轴，

且在实轴下面的，在临界线右边的根轨迹是始于非平凡零点 is 1347.145.0 −= 的 180 度到

360 度之间各个度数的根轨迹。靠近实轴，且在实轴下面的，在临界线左边的根轨迹是始于

非平凡零点 is 1347.145.0 −= 的 0 度到 180 度之间各个度数的根轨迹。 
)(sξ 函数的非平凡零点 is 1347.145.0 += 与非平凡零点 is 022.215.0 += ，非平凡零280 

点 is 1347.145.0 −= 与非平凡零点 is 1347.145.0 −= 之间的临界线上的线段都是该根轨

迹方程的 180 度的根轨迹。始于非平凡零点 is 1347.145.0 ±= 的各个度数的根轨迹“平行”

于实轴，以非常接近“直线”的方式终于到无穷远 ti±∞± 。始于非平凡零点

is 1347.145.0 += 的根轨迹簇，按照度数由小到大的顺序，逆时针排列. 始于非平凡零点

is 1347.145.0 −= 的根轨迹簇，按照度数由小到大的顺序，顺时针排列。 285 

以上就把始于 )(sξ 函数的虚部值小的非平凡零点的根轨迹簇刻画了出来。 

下面对定理 2.12 里没有涉及到的更细致的问题,给出证明. 
前面假设了 Riemann Hypothesis 成立，对 Eq(3.2)两边微分， 

)()
2
1()1(

2
1)()

2
1()1(

4
ln

)()
2
1()1(

4
1)()

2
1(

2
1)()

2
1()1(

2
1)(

'22

2'22'

ssssssss

sssssssssss

ss

sss

ςπςππ

ςπςπςπξ

−−

−−−

Γ−+Γ−−

Γ−+Γ+Γ−=
 

即： )(
)(
)()(

2
ln)(

)
2
1(

)
2
1(

2
1)(

1
1)(1)(

'
'

' s
s
sss

s

s
s

s
s

s
s ξ

ς
ςξπξξξξ +−

Γ

Γ
+

−
+=  290 

两边同除以 )(sξ ，可以得到：
)(
)()ln(

2
1)

2
1(

2
1

1
11

)(
)( ''

s
ss

sss
s

ς
ςπψ

ξ
ξ

+−+
−

+=  (7.3)，对

于临界线上的 )(' sξ 函数的零点，不妨设为： itn±5.0 ， 0)5.0(' =± itnξ ，将它代入到上
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述等式有： 

0
2

)ln()5.025.0(5.0
5.0

1
5.0

1
)5.0(
)5.0('

=−±+
−±

+
±

+
±
± πψ

ς
ς

it
ititit

it
n

nnn

n ，整理可得： 

1
)5.0(
)5.0(

2
)ln()5.025.0(

2
1

5.0
1

5.0
1

1 '

−=
±
±

−±+
−±

+
±

it
it

it
itit

n

n

n
nn

ς
ς

πψ
，该式是根轨迹295 

方程 bia
s
sk +=
)(
)('

ς
ς

的某个度数的一条根轨迹上的一个点。 

当 +∞→nt 时 ， 因 为 ， )5.0ln(~)5.025.0( nn tit±ψ ， 所 以 ，

2
)ln()5.025.0(5.0

5.0
1

5.0
1 πψ −±+

−±
+

±
it

itit n
nn

， 这 是 一 个 无 穷 大 量 , 尽 管 ，

bia
s
sk +=
)(
)('

ς
ς

的根轨迹没有具体地给出来，但是， )(' sξ 函数在临界线上的零点，即根轨

迹方程（3.1）的分离点，当越来越远离实轴时，越来越向无穷远 i∞±5.0 方向分布时，就300 

与 )(sξ 函数的零点的距离越来越近。特别地，当 ∞=nt 时，在临界线上的这个无穷远点，

使 0)5.0( =∞± iξ 成立。临界线两端的两个无穷远点是 )(sξ 函数的无穷远零点。 

当 tis ±+∞= 时 ， 101)(
1

=+=±+∞ ∑
+∞

=n
tiς 。 由 Eq （ 3.2 ） ， 所 以 ，

∞=±−∞=∞±∞−=±+∞ )()1()( tiiti ξξξ ，这些无穷远点是根轨迹方程（3.1）的终点。 

当 is ∞±+= σ , 1)Re( >s 时， ∑
+∞

=

=
1

1)(
n

sn
sς  ， ∑∑

+∞

=

+∞

=

≤≤
11

11)(
nn

s nn
s σς ，随着σ 增305 

大， )(sς 越来越小。因此，在这些无穷远点， )(sς 是有界的量。由 Eq（3.2），所以，

∞=∞±−=∞±+ )1()( ii σξσξ ，这些无穷远点是根轨迹方程（3.1）的终点。 

所以，当 is ∞±±∞= 时， ∞=∞±±∞ )( iξ ，这些无穷远点是根轨迹方程（3.1）的终

点。 

Hardy and Littlwood 定理：当 t 充分大时， 310 

)())((1)(1)( 15.0

1
−−

≤

−

≤
− +++= ∑ ∑ σσσς ytOxO

n
sX

n
s

xn yn
ss ， 

)5.0(
)5.05.0()(

5.0

s
ssX

s

Γ
−Γ

=
−π

， 10 << σ ， 0>> hx ， 0>> hy ， txy =π2 ，特别

地，令 1=y ，则
π2
t

x = ，令： ][xN = 在 1
2
1

≤< σ 的区域里，可以有如下关系：

∑
=

−++=
N

n
s N

OsX
n

s
1

5.0 ))1(()(1)( σς ， 特 别 地 ， 在 1
2
1

≤< σ 的 无 穷 远 点 ，

0)5.0( =∞+σX ， ∑
+∞

=

=
1

1)(
n

sn
sς 成立，所以， ±∞=∞± )( iσς 成立，因此，综上所述，315 
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在 5.0>σ 的复平面上所有的无穷远点， )(sξ 函数都一定是无穷大量。由于，

)1()( ss −= ξξ ，所以， )(sξ 函数在 5.0<σ 的复平面上所有的无穷远点，也一定都是无穷

大量。这些无穷远点是根轨迹方程（3.1）的终点。 

上面是对 )(sξ 函数在临界线上的非平凡零点是单零点的情况时，给出的证明。临界线

是 )(sξ 函数的 0 度和 180 度的根轨迹，相邻的非平凡零点间的临界线上的线段是同度数的320 

根轨迹，因为它们始于不同的非平凡零点，所以一定要有相交的交点存在，这样，就在临界

线上，产生了根轨迹的分离点，这两个同度数的根轨迹都自分离点进入到了复平面上，再终

于到无穷远。 

    如果 )(sξ 函数在临界线上可能有重非平凡零点，始于重零点的根轨迹，可不可能与临

界线上的同度数的根轨迹再相交？  325 
这种情况发生了，并不影响临界线上相邻的 )(sξ 函数的非平凡零点间产生出分离点。 

与始于重的非平凡零点的同度数的根轨迹与临界线相交，且相交的根轨迹没有把与它在

临界线上相邻的 )(sξ 函数的非平凡零点间产生出分离点包围了，同度数的两条临界线外的

根轨迹组成了一个封闭的区域，在这个封闭的区域内，存在着始于 )(sξ 函数的同一个非平

凡零点的至少两个完整的根轨迹簇，在这两个根轨迹簇里，始于同一个非平凡零点的还有其330 
他度数的根轨迹，它们不能穿越封闭线，而使它们不能找到自己的终点。所以，这种情况不

能出现。 

    始于重零点的临界线外的两条根轨迹，与它相邻的非平凡零点在临界线上的根轨迹在临

界线上相交了。与前一种方式不同的是，这样的相交，就把临界线上它们的分离点封闭在了

两条相交的同度数的根轨迹的封闭的区域内了。这个不同点并没有影响到始于重零点的两个335 
完整的根轨迹簇，也被封闭在了两条相交的同度数的根轨迹的封闭的区域内了。所以这样的

情况基于同样的理由也不能出现。 

这样就证明了，始于同一个非平凡重零点的根轨迹不能与临界线相交。也证明了 )(sξ 函

数在临界线上的非平凡零点中有重零点时，在临界线上， )(sξ 函数的相邻非平凡零点间仅

有一个 )(' sξ 函数的零点，即上述根轨迹段里有且仅有一个分离点。从前面的这些证明里，340 

完全可以得到 )(sξ 函数的临界线上的 r 重非平凡零点对本文里的证明结论等问题没有影

响。 

用上面的方法同样可以证明始于 )(sξ 函数的非平凡重零点的同度数的根轨迹之间，不

能相交。 

)(sξ 函数的非平凡零点关于临界线和实轴都对称，且是共轭函数，因此，其不含零点345 

的因式 )(sGξ ，成立 )1()( sGsG −= ξξ 关系，所以，引理 3.1 中条件满足定理 2.12。因此,

在引理 3.1 中给出的结论都是正确的,这里不再详细给出了。证毕。 
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