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摘  要：本文研究了在带有暗能量组分的宇宙中宇宙弦圈的演化。通过数值计算我们发现，

当弦圈的初始半径足够大时，它最终进入的不是收缩相而是膨胀相。并且发现态方程参数越

小的宇宙模型越容易引发弦圈的膨胀。本文还讨论了现时宇宙中能否观测到膨胀的弦圈，以

及弦圈能否从收缩相转为膨胀相的临界时刻。 
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1 引言 
在规范理论中对称自发破缺可以引起各类拓扑缺陷，依照它们的维数可以分成畴壁、宇

宙弦、单极子、纹理四类[1]。畴壁的出现一般联系于离散对称性的破缺，在这种情形下场的真

空流形 M 将有数个不连通的分支，畴壁发生在不同分支空间区域的边界上[2]。如果真空流形

M 不是单连通的，或者说 M 含有洞就可能引起宇宙弦的生成[3]。单极子是类点状缺陷，它也

可以在对称自发破缺的规范模型中得到[4]，最简单的模型是 规范理论[5-6]。纹

理是由 3 维球面 3S 到真空流形 M 的非平庸映射来表征的[7]。另一方面，热大爆炸宇宙模型认

为在宇宙膨胀过程中，宇宙温度逐渐下降发生相变而使对称性发生自发破缺，从而产生各种

拓扑缺陷。在各类拓扑缺陷中，由于宇宙弦能作为宇宙大尺度结构的种子，受到研究者们大

量关注。可以证明在杂优超弦的框架内存在着稳定的宇宙弦[8]。为了讨论宇宙弦在宇宙中的演

化，A.Vilenkin 首先给出了宇宙弦圈方程并研究了他们在闵可夫斯基空间中的演化[9]。我们将

此研究推广到 Friedmann –Robertson-Walker 时空[10]，并研究了椭圆弦圈的演化[11]。我们发现

在辐射优势宇宙中，宇宙弦圈必是坍缩的，以及小半径弦圈的寿命因子为 。 

1998 年，天文学家发现了宇宙的加速膨胀，这导致了一场宇宙学的革命。人们认为这是

因为宇宙中存在一种奇异的负压流体，是它提供了加速膨胀所需要的排斥力，并把这种流体

定名为暗能量。本文讨论了宇宙弦圈在这种具有暗能量组分的新宇宙模型中是如何演化的。 

2. 弦圈方程 
膨胀宇宙度规为 

 。           （1） 

其中 a(t)是宇宙标度因子；在 时， ；在 时， ；在

时， ，弦的作用量泛函为： 

。        （2） 

为了讨论方便起见，设弦圈位于超曲面 上，世界叶的时空坐标可以被参数化为

，即 ,在圆圈情形下， 独立于 ，（2）式约化

成： 
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。                （3） 

弦圈的物理半径被定义为 
，                             （4） 

由（3）和（4）式可得弦圈方程 

。（5） 

其中 

 ，                           （6） 

观测事实支持宇宙是空间平坦的，在 k=0 时（5）式约化成 

 。 （7） 

3.弦圈演化的数值解 
要求解方程（7）我们首先得知道 的具体形式，此由 Friedman 方程给出。我们这里

考虑的是具有暗能量、辐射和重子物质的暗能量宇宙学模型，此模型的 Friedman 方程为： 

    （8） 

其中 ， 和 分别表示物质、辐射和暗能量的宇宙学现时值。 表示暗能量的态方

程参数。目前的物质组分的观测值 和 [12]。因为观测支持

空间平坦，所以剩下的暗能量的比例为： 。 目前的观测值为

[13]。选不同的值就代表了不同的暗能量模型。 

将（7）和（8）式无量纲化， 

                     tHt
H
c

0
0

, →→ ωω                             （9） 

方程约化为： 

        ， （10） 

 。     （11） 

由于这两个方程都是比较复杂的非线性方程，找不到解析解，所以我们只能对此进行数

值的处理。这需要我们明确所涉及的定解条件和其他待定的状态参数，取不同的值会导致不

同的结果。方程（10）是 2 阶常微分方程，所以我们所需要了解的定解条件是 的初始半径

和其膨胀或收缩的初始速度 以及尺度因子 的具体形式。 

根据文献[1] ,我们知道弦圈的形成时间为： ，在无量纲形式中 。并且忽

略弦圈起始时刻自身的膨胀，即假设其初始膨胀速度为 ，仅随哈勃流膨胀。 
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现在我们对这两个无量纲的方程（10）和（11）进行了数值处理，讨论了不同的初始半

径的演化过程，并给出了宇宙弦圈的演化图。 
从图 1 中我们可以明显看出，每一个弦圈大体上都会经历两个阶段：对于半径较小的，

先缓慢的膨胀，掉入视界后就开始迅速坍缩，并收敛于不同的时刻；对于半径较大的，也是

先缓慢的膨胀，但是晚期却是快速的加速膨胀，而且在同一时刻 td 发散，即演化曲线以垂直

线 t = td 为渐近线。由图 2，我们可以更清楚的知道弦圈最后进入膨胀相还是坍缩相是由其初

始半径决定的，存在一个临界值2，如果初始半径大于临界值那么最后会进入膨胀相，如果小

于临界值那么就进入坍缩相。图 3 则给出了弦圈演化过程与态参数方程之间的关系，可以看

出对同一个的宇宙弦圈，态方程参数越小弦圈越晚进入坍缩相，或者说越早进入膨胀相。 
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图 1.宇宙常数模型下弦圈半径随时间演化的对数关系图，图中的蓝线表示弦圈半径，红色虚线表示宇宙的粒

子视界。图中时间的单位为 ，半径的单位为 。这里我们假定弦圈的形成时间为 ，初始半径

自上而下分别为  和 。 
 

综上所述，我们得到了一个与以往不同的演化过程，弦圈不一定会进入坍缩相，只要半

径足够大，它完全可能进入膨胀相。这是因为暗能量提供的斥力大于弦圈自身收缩的张力，

所以在暗能量优势时期，弦圈开始加速膨胀。（图 3 很好的证明了这点，态方程参数越小意味

着斥力越大，所以导致弦圈更早的进入膨胀相。） 
 

                                                        
2 从图 2 中看出，临界值在 和 之间。 
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图 2. 给出了图 1 中的临界情况。图中红线代表的弦圈的初始半径自左向右分别为：

；蓝线自左向右分别为： 。绿线代表宇宙的粒子视界。 
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图 3. 这里给出了同一个初始半径的弦圈在不同的态方程参数下演化过程。图中红线：

，绿线： ，蓝线： 。 
 

图 1 中的红色虚线表示宇宙的粒子视界，即我们所能看到的最远的距离。因此只有当弦

圈掉入视界中我们才能通过观测发现。所以根据上面的数值计算的结论，我们可能永远看不

到那些半径比较大的弦圈，因为在它们未掉入视界之前它们已经进入膨胀相了。还存在观测

可能性的就是那些初始半径比较小的弦圈。但还有这么一些弦圈，虽然最后进入膨胀相，但

演化过程中也曾一度进入视界。所以我们观测到这类膨胀的弦圈。下面我们就对能否观测到

这类弦圈进行一些讨论。 
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4. 弦圈演化的解析讨论 
在共动坐标系中弦圈的半径是一直是收缩的[10]，而粒子视界则是以光速在膨胀，所以初

始半径大于视界的弦圈必将掉入视界。由前面的数值解我们可知，掉入视界的弦圈将极速坍

缩，那么这些处于收缩相的弦圈会否因为有暗能量提供的斥力而再次膨胀呢？我们能否观测

到这些由收缩相转为膨胀相的弦圈呢？ 
由方程（8），我们可以容易的导出： 

 。    (12) 

将（8），（12）式代入（7）式，得到约化的宇宙弦圈方程： 

      （13） 

从收缩到膨胀的过程弦圈半径 必定要经过一个极小值，即在该处应该有 且

。如果这样的极小值点不存在，那么收缩的弦圈不可能转入膨胀相。所以将 代

入方程（13），有 

  

                                                                 （14）根据不等式

关系，我们可以得知： 

  （15） 

如果不等式的右边小于等于 0，那么不论 怎么取值， 都不可能大于 0。这样也就不可

能有从收缩到膨胀要经过的那个极小值点了，因此处于收缩相的弦圈不能进入膨胀相。所以

（15）式的右边部分可以作为极小值是否存在的一个判据，其临界值的方程为， 

               

（16） 
这是一个复杂的代数方程，除特殊情况外不存在精确的代数解。下面我们在一些特定条件下

对其进行讨论。 
首先我们考虑在现时的宇宙。因为 所以方程简化为： 

 

且当 时，（15）式的右边部分就小于等于 0，所以对于任意的

， 都不可能大于 0。代入前面所给出的现时的 和 ，我们得到该临界值

。而观测表明 ，很明显就目前的观测值，现在的

宇宙不可能存在由收缩相变为膨胀相的极小值点。而由 Friedman 方程（8）易知 是随

时间变化而增大，而 减小，所以对于先前的宇宙我们有  ，因此
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临界值 ，也就更不能有收缩转膨胀的极值点。所以我们得到结论，到现在为

止那些已经掉进视界并开始坍缩的弦圈不可能再次进入膨胀相，即现时宇宙中不可能观测到

膨胀的宇宙弦圈。 
同样，我们还可以考虑将来的宇宙。当 时，我们可以忽略质量项和辐射项的贡献，

就是所谓的暗能量优势时期，不会出现膨胀相的判别条件简化为： 

 。                 

对于观测值 小于上面给出的 ，所以在那个时期宇宙弦圈即使已经掉

入视界开始坍缩也仍有机会进入膨胀相。 
对于宇宙常数模型，即 ,(16)式则可以约化为一个 4 次代数方程，其有精确解 

                      

（17） 

其中 和 。代入观测值，我们

得到 。当 时，收缩的宇宙弦圈才可能再次进入膨胀相。对应的时

间 为 ， 即 为 4.89Gyr ， 计 算 使 用 哈 勃 常 数 的 观 测 值
[14-15]，这就是能否观测到膨胀弦圈的分界时刻。 

而对于其他 情形，我们可以求得近似解 

                            （18） 

最后对方程（16）进行数值计算，其结果描述在图 4 之中，区域的上（下）边界对应

的上限（下限）。 
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图 4：图中给出了出现膨胀弦圈相的临界时刻的尺度因子和态方程参数 的关系。从图中可以看出：1）对

于现时宇宙存在膨胀宇宙弦圈的态方程参数的上限约为 1.21− ； 2）宇宙中永远不出现膨胀宇宙弦圈的态

方程参数的下限约为 0.8856− ； 3）区域的上边界对应着 的上限，区域的下边界对应着 下限。 

 

5. 结论 
本文研究了暗能量宇宙中宇宙弦圈的演化，得到具体结果如下： 

i) 对弦圈的演化进行了数值求解，并给出了演化图，发现当初始半径足够大时，弦圈最终会

进入膨胀相。并且发现态方程参数越小，弦圈越容易发生膨胀。 
ii) 通过解析讨论，发现现时宇宙能观测到膨胀的宇宙弦圈的态方程参数上限为

；而宇宙永远不能观测到膨胀宇宙弦圈相的态方程参数

下限为 。 

iii）给出了能否观测到膨胀弦圈的分界时刻和态方程参数的数值关系。 
iv）对于宇宙常数模型，这个分界时刻为  
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Abstract 
In this paper, the evolution of cosmic string loops in the universe with dark energy is studied by 
numerical methods. We find that the loops will expand eventually, if the initial radium is big enough. 
That’s because of the effect of repulsive force provided by the dark energy. Finally, whether the 
expanding loops are observable and the critical time of the loops’ transition from contraction to 
expansion are also investigated. 
Keywords: cosmic string,dark energy,cosmological constant, scale factor 
 
 


